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10 等式・不等式の証明 
88 

(1) 

解法 1： 00222 ===Û=++ zyxzyx  

 ( ) ( ) 022222 =++-++=++ zxyzxyzyxzyx より， 0222 =++ zyx  0===\ zyx  

解法 2：1 文字消去 

 

( ) ( )
( )

0

4
3

2
2

2

22

=

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

+÷
ø
ö

ç
è
æ +-=

++-=

--+--+=++

　　　　　

　　　　　

　　　　　

yyx

yxyx

xyxyxyxyzxyzxy

 

 より， 0
4
3

2
2

2

=+÷
ø
ö

ç
è
æ + yyx  

 よって， 0
2
=+

yx かつ 0=y  すなわち 0== yx  

 ゆえに， 0=== zyx  

(2) 

解法 1： ( )( ) xyzzyxzxyzxyzyxzyx 3333222 -++=---++++  

 

( )( )

0
3

3222333

=
=

+---++++=++

　　　　　　

　　　　　　 xyz
xyzzxyzxyzyxzyxzyx

 

 より， 0=xyz  

よって， zyx ,, のうち少なくとも 1 つは 0 である。 

解法 2：1 文字消去 

 

( ){ }
( )

0
3

333333

=
+-=

+-++=++

　　　　　　

　　　　　　 yxxy
yxyxzyx

 

 よって， ( ) 0=+ yxxy  すなわち 0=xy または 0=+ yx  

 0=xy のとき 

  yx, のうち少なくとも 1 つは 0 である。 

 0=+ yx のとき 

  ( ) 0=+-= yxz  

 よって， zyx ,, のうち少なくとも 1 つは 0 である。 
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(3) 

( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

0

3
2

3
222

222333

=

+
-+-+-

×++=

+---++++=++

　　　　　　

　　　　　　 xyzxzzyyxzyx

xyzzxyzxyzyxzyxzyx

 

より， 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
6

222 xzzyyxzyxxyz -+-+-++
-=  

 ここで， ( ) ( ) ( ) 0222 =-+-+- xzzyyx とすると， xzzyyx -=-=- より， zyx ==  

 このとき， 03 3333 ==++ xzyx  0===\ zyx  
 ところが， 0¹++ zyx （矛盾） 

 よって， ( ) ( ) ( ) 0222 ¹-+-+- xzzyyx  
 ゆえに， 0¹xyz  すなわち zyx ,, のどれも 0 ではない。 

89 

(1) 
 ( ) ( )( ) 0111 >--=+-+ qpqppq  1+<+\ pqqp  

(2) 

 
( ) ( ) ( )

( )( ) ( )1,10112

1211
22

>>>--=

+--=-+--+

baba

babababa

　　　　　　　　　　　　　　　
 

 これと 

( ) ( ) ( )( )111111
22

-+--+-++-+=-+--+ babababababa  

より， 

( )( ) 01111 >-+--+-++-+ babababa  

 011 >-++-+ baba ( )1,1 >> ba だから， 011 >-+--+ baba  

 11 -+<-+\ baba  
(3) 
 1,1 >> cb より， 2>+ cb  11 >-+\ cb  

 よって， 

 

( )

( )
2

11

11

112

-++=

--++>

--++>

--++=-++

cba

cba

cba

cbacba
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解法 1 

 2 は無理数だから， 22,,2 ¹¹
p
q

q
p  

 
( )

( )
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¹¹<

-
-=

--
×

-
=

-
×

-
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-

22,2022

222

222222

2

p
q

q
p

pq
qp

p
qp

q
qp

p
pq

q
qp

p
q

q
p

　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　  

 よって，
p
q

q
p 22 << または

q
p

p
q

<< 22  

 ゆえに， 2 は
q
p
と

p
q2
の間にある。 

補足 

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+-=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-

q
p

p
q

p
q

q
p 224222  

ここで， 222
>+

q
p

p
q

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¹ 2

q
p

  

よって， 02224224222 =×-<÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+-=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-

q
p

p
q

p
q

q
p  

 ゆえに， 2 は
q
p
と

p
q2
の間にある。 

解法 2 

 2 は無理数だから， 22,,2 ¹¹
p
q

q
p  

 よって，次の 3 つのどれか 1 つが成り立つ。 

(i) 2 が
q
p
，

p
q2
より大きい。 (ii) 2 が

q
p
，

p
q2
より小さい。 

(iii) 2 が
q
p
と

p
q2
の間にある。 

(i)では， 2<
q
p

かつ 22
<

p
q

 すなわち qp 2< かつ qp 2>  

(ii)では， 2>
q
p

かつ 22
>

p
q

 すなわち qp 2> かつ qp 2<  

となり，いずれも成り立たない。よって，(iii)が成り立つ。 
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解法 3 

2 は無理数だから， 22,,2 ¹¹
p
q

q
p  

よって， 2<
q
p

または 2>
q
p  

 2<
q
p

のとき 

2
1

>
p
q

より， 22
>

p
q

 
p
q

q
p 22 <<\  

2>
q
p

のとき 

2
1

<
p
q

より， 22
<

p
q

 
q
p

p
q

<<\ 22  

 よって， 2 は
q
p
と

p
q2
の間にある。 

91 

(1) 

 

( )

( ) ( ){ }
( ) ( ) 0

8
3
8
3
8
3

22

2

22

2233
333

³+-=

---=

--+=÷
ø
ö

ç
è
æ +

-
+

baba

babbaa

abbabababa

　　　　　　　　　

　　　　　　　　　  

 よって，
333

22
÷
ø
ö

ç
è
æ +

³
+ baba

（等号成立は ba = のとき） 

別解 

 ( )
333

22
÷
ø
ö

ç
è
æ +

-
+

=
babaaf ( )0>b とおくと， 

( ) ( )( )
8

33
22

3
2
3 2

2 bababaaaf +-
=÷

ø
ö

ç
è
æ +

-=¢  

 よって， 0>a における ( )af の増減は次のようになる。 

 ( )
( ) ­¯÷÷

ø

ö
çç
è

æ
+-¢

0
8

7
0/

0

3baf

af
ba 

 

 ゆえに，
333

22
÷
ø
ö

ç
è
æ +

³
+ baba

（等号成立は ba = のとき） 
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(2) 
333

22
÷
ø
ö

ç
è
æ +

³
+ baba

より，
22

3
33 baba +
³

+  

よって， baba
+³

+3
33

2
2 すなわち ( ) baba +³+3 334  

 ここで， 1,
2
3

3 == ba とおくと， ( ) 33 333 104,1
2
3

=++=+ baba  

これと 1
2
3

3 ¹ より， 1
2
310 33 +>  

92 

解法 1 
 zbaybxa =+== ,, とおくと， 

 
( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )( )
( )

( )( )( )zyx
xyzyx

zyx
yxzzxyzyx

z
z

y
y

x
x

ba
ba

b
b

a
a

+++
++-+

=

+++
++-+++++

=

+
-

+
+

+
=

++

+
-

+
+

+

111
2z

111
111111

111111

　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　  

 0³+-+=-+ babazyx （等号は 0³a かつ 0³b のとき成立） 

 ( ) ( ) 022 ³++=+ baabzxy （等号は 0=a または 0=b のとき成立） 

 より， 

 0
111

³
++

+
-

+
+

+ ba
ba

b
b

a
a

（等号は 0=a または 0=b のとき成立） 

 すなわち 

b
b

a
a

ba
ba

+
+

+
£

++

+

111
（等号は 0=a または 0=b のとき成立） 

解法 2 

baba
ba

+
+=

+

++ 11
1

，
baba

ba
+

+=
+

++ 11
1

 

 これと， baba +£+ より， 

ba
ba

ba
ba

+

++
³

+

++ 11
すなわち

ba
ba

ba
ba

++

+
£

++

+

11
 ・・・① 

等号は 0,0 ³³ ba のとき成立 ・・・② 
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( )( ) ( )( ) ( )( )( )
( )( )( )

( )
( )( )( ) 0

111
2

111
111111

111

³
++++

++
=

++++

+++-+++++++
=

++

+
-

+
+

+

baba
baab

baba
bababaabbaba

ba
ba

b
b

a
a

　　　　　　　　　　　

 

 等号は 0=a または 0=b のとき成立 ・・・③ 

 これと①より，
b
b

a
a

ba
ba

+
+

+
£

++

+

111
 

 また，等号成立条件は，②かつ③より， 0=a または 0=b  

93 

解法 1：相加相乗平均 

 

( )

100
18242434

8123642364234

8136436434

94149941

=
+++=

×+×+×+³

÷
ø
ö

ç
è
æ ++÷÷

ø

ö
çç
è

æ
++÷÷

ø

ö
çç
è

æ
++=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
++++=++

　　　　　

　　　　　

　　　　　

　　　　　

x
z

z
x

z
y

y
z

y
x

x
y

x
z

z
x

z
y

y
z

y
x

x
y

zyx
zyx

zyx

 

 等号成立は
y
x

x
y 364
= ，

z
y

y
z 364
= ，

x
z

z
x
=

81
が同時に成り立ちかつ 149 =++ zyx のとき 

このとき，
y
x

x
y 364
= ，

z
y

y
z 364
= ，

x
z

z
x
=

81
より， xzxy 9,3 ==  

よって， 13049 ==++ xzyx  
10
3,

10
1,

30
1

===\ zyx  

以上より，
10
3,

10
1,

30
1

=== zyx で最小値 100 をとる。 

解法 2：シュワルツの不等式 

 

( )

( ) ( ) ( )

100

32213

32123

94149941

2

222
222

=

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
×+×+×³

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
+÷÷

ø

ö
çç
è

æ
þý
ü

îí
ì ++=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
++++=++

　　　　　

　　　　　

　　　　　

z
z

y
y

x
x

zyx
zyx

zyx
zyx

zyx
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 等号成立は

z

z

y

y

x

x
32

2
1

3
== すなわち zyx == 39 かつ 149 =++ zyx のとき 

 このとき， 13049 ==++ xzyx  
10
3,

10
1,

30
1

===\ zyx  

以上より，
10
3,

10
1,

30
1

=== zyx で最小値 100 をとる。 

補足 

 シュワルツの不等式 

  ( )( ) ( )22211
22

2
2

1
22

2
2

1 nnnn babababbbaaa +++³++++++   

解法 3：数学Ⅲ（微分）で解く 

 yxz 491 --= より，
yxyxzyx 491

941941
--

++=++  

yxyx 491
941
--

++ を xの関数とみなし， ( )
yyxx

xf 4
491

91
+

--
+= とおくと， 

( )
( )
( )

( )
( ){ } ( ){ }

( )
( ) ( ){ }

( )22

22

22

22

22

491
411841

491
49194919

491
49181

491
811

yxx
yxy

yxx
yxxyxx

yxx
yxx

yxx
xf

--

---
=

--

-----+
=

--

---
=

--
+-=¢

　　　

　　　

　　　

 

 149 =++ zyx および zyx ,, は正の数より，
4
10 << y  ・・・① 

9
10 << x  ・・・② 

 よって， 041 >- y ，
9
1

18
1

18
410 <<

-
<

y  

 これより， ( )xf の増減は次のようになる。 

  ( )
( ) //

/0/
9
1

18
410

­¯
+-¢

-

極小xf
xf

yx 

 

 ゆえに， ( )xf は
18

41 yx -
=  ・・・③ で最小値 ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
+

-
=÷

ø
ö

ç
è
æ -

yy
yf 1

41
94

18
41

をとる。 
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 次に， ( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+

-
=

yy
yg 1

41
94 とおき，その最小値を求める。 

ただし，定義域は①より，
4
10 << y である。 

( )
( )

( )
( )
( ){ } ( ){ }

( )
( )( )

( )22

22

22

22

22

41
110124
41

4164164
41

41364

1
41

364

yy
yy

yy
yyyy

yy
yy

yy
yg

-

-+
=

-

---+
=

-

--
×=

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

-
-

=¢

　　　

　　　

　　　

 

よって， ( )yg の増減は次のようになる。 

( )
( ) //

/0/
4
1

10
10

­¯
+-¢

極小yg
yg

y 

 

ゆえに， ( )yg は
10
1

=y で最小値 100
10
1

=÷
ø
ö

ç
è
æg をとる。 

このとき③より，
30
1

=x であり，これは②を満たす。 

さらに， 0
10
3491 >=--= yxz  

以上より，
zyx
941

++ は
10
3,

10
1,

30
1

=== zyx で最小値 100 をとる。 
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94 

(1) 

 

( ) ( ) ( )
( )

( )å

å

=

=

-=

+-=

+++++++-=

n

k
k

n

k
kk

nn

ax

axax

aaaxaaanxxf

1

2

1

22

22
2

2
121

2

2

2

　　

　　



 

( ) 0³\ xf  

(2) 
 ( ) 0=xf の判別式をDとすると，(1)より， 0£D  

 これと ( ) ( )22
2

2
1

2
214 nn aaanaaaD

+++-+++=  より， 

( ) ( ) 022
2

2
1

2
21 £+++-+++ nn aaanaaa   

( ) ( )22
2

2
1

2
21 nn aaanaaa +++£+++\   

(3) 

 ( ) ( )22
2

2
1

2
21 nn aaanaaa +++=+++  のとき， 0=D となるから， 

 ( ) 0=xf は重解をもつ。 

 よって，重解をa とすると， ( ) ( ) 0
1

2 =-=å
=

n

k
kaf aa  0=-\ kaa  

 ゆえに， naaa ==== 21a  

95 

(1) 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) 0

2

2

121

2
21

2
221

2
1

2
221

2
1

2
221

2
1

2
21

2
2

2
12121

³-=

+-=

+-=

-+--=

+-+=+-+

xxpq

xxxxpq

qpxxpqxpqx

xqqxpqxxpp

qxpxqxpxqxpxfxqfxpf

　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　

 

 \ ( ) ( ) ( )2121 xqfxpfqxpxf +£+ （等号成立は 21 xx = のとき） 

(2) 

 (1)で
b

bx
a

axqp 1,1,
2
1

21 +=+=== とおくと， 

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ ++÷

ø
ö

ç
è
æ +³÷

ø
ö

ç
è
æ ++÷

ø
ö

ç
è
æ +

b
b

a
af

b
bf

a
af 1

2
11

2
11

2
11

2
1  
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ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

÷
ø
ö

ç
è
æ ++÷

ø
ö

ç
è
æ +=÷

ø
ö

ç
è
æ ++÷

ø
ö

ç
è
æ +

22 11
2
11

2
11

2
1

b
b

a
a

b
bf

a
af  

 

2

2

2

11
4
1

4
1

1
2
11

2
11

2
11

2
1

÷
ø
ö

ç
è
æ +=

÷
ø
ö

ç
è
æ +

++=

þ
ý
ü

î
í
ì

÷
ø
ö

ç
è
æ ++÷

ø
ö

ç
è
æ +=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
ö

ç
è
æ ++÷

ø
ö

ç
è
æ +

ab

ab
baba

b
b

a
a

b
b

a
af

　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　  

 より，
222 11

4
111

2
1

÷
ø
ö

ç
è
æ +³

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

÷
ø
ö

ç
è
æ ++÷

ø
ö

ç
è
æ +

abb
b

a
a  

 
222 11

2
111

÷
ø
ö

ç
è
æ +³÷

ø
ö

ç
è
æ ++÷

ø
ö

ç
è
æ +\

abb
b

a
a （等号成立は

b
b

a
a 11

+=+ のとき） ・・・① 

 ( )
4
1

4
1

2
11

2
2 £+÷

ø
ö

ç
è
æ --=+-=-= aaaaaab  

これと 0>ab より，
4
10 £< ab  41

³\
ab

（等号成立は
2
1

== ba のとき） 

よって， ( )
2
2541

2
111

2
1 2

2

=+³÷
ø
ö

ç
è
æ +

ab
（等号成立は

2
1

== ba のとき） ・・・② 

①，②より，
2

2511 22

³÷
ø
ö

ç
è
æ ++÷

ø
ö

ç
è
æ +

b
b

a
a （等号成立は

2
1

== ba のとき） 


